11. Espace IR”

11.1 NORME EUCLIDIENNE

11.1.1 Définition de R"

On désigne par IR” I’ensemble constitué de tous les n-tuples ordonnés (X1, ..., X,)
de nombres réels. Par la suite, les éléments de IR” seront notés indifféremment x
ou (X1, oy Xp)-

On munit R” des deux opérations suivantes: pour tout x = (Xy, ..., X5), ¥ =
(»1, > Yn) €t tout A€ IR, on pose

x+y = (%1 + 1, s Xq +¥p)
Ax = (AXxg, s AXp).

et

Avec ces deux opérations on vérifie immédiatement que IR” est un espace vectoriel sur
R de dimension n (fig. 11.1 et 11.2).

11.1.2 Définition de la norme euclidienne

Soit x = (X1, ..., X,) un élément de IR". Le nombre réel positif ou nul ||x|| défini

par
n 1/2
llx|| = (E x,’)
i=1

est appelé la norme euclidienne de x.

X3 Ax, A>1
n=3 x/

7\:

X1
px, p<0
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11.1.3 Propriétés de la norme euclidienne

— |lx]l =0 est équivalent & x = 0=(0, ... 0);

- pourtouthIR" ettout)\ER:II?\xII=IM~I|xl|; '

— pour tout xER" et tout yER™: Ix +ylI < [lx |l + 1yl (inégalité triangulaire);

— pour tout x ER" et tout y € B2 |x=yll & l Nxll=1pIl I (inégalité triangulaire
inverse).

DEMONSTRATION. Les deux premiéres propriétés découlent immédiatement de la défj.

nition de la norme euclidienne. Montrons donc la troisiéme propriété. Comme

n n n n
lx+pl? = 2 @+y)? = 2 x}+2 T xiyit 2yl
i=1 i=1 i=1 i=1
on obtient, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 6.4.4):
n n n 1/2( n 1/2
Exi}’i<2(|xi|'|yi|)<(zxiz) (E yf) )
i=1 i=1 i=1 i=1

ue

n 1/2 n 1/2\2
llx+ylI? <((2x1") +(’§ J’iz) ) = (llxll +1lp1)2.

i=1
Par conséquent [lx +y || < [lx|I + ||yl (fig. 11.3).

Montrons & présent la quatriéme propriété. On déduit de I'inégalité ||x|| =
Hx=p)tylI<llx=pll+llyll,que [Ixl|=llyll<I|lx—yll. De méme, ||y]l=

Iy —x)+xlI<llx—=yl|l + |l x|l entraine que —||x —y || <|lx]| = ||y |l. Dod
“lix=yli<lixli=llylI<llx =yl ouencore |lx=ylI> |llx -yl .
n=2 Y



Espace R" 3

11.2 SUITES DANS R"

11.2.1 Définition d’une suite dans R”

Une suite d’éléments de IR est une application f de N dans IR", qui, 4 tout entier
naturel K, fait correspondre I’élément f (k) de IR”.

P’élén}ent f (k) de IR" est appelé le k-iéme terme de la suite et on le désigne par une
lettre 1{1dexee en bas & droite par k, par exemple: x; = (X g, ..., Xn 1), la suite elle-
méme étant alors désignée par (x;). Le sous-ensemble {xy : k € N} de R” est appelé
I'ensemble des éléments de la suite. Si {x, : k € N} est inclus dans un sous-ensemble £
de IR", on dit que (x;) est une suite d’éléments de E.

11.2.2 Définition d’une suite bornée

Une suite (xy) est dite bornée s’il existe un nombre réel M >0 tel que pour tout
kEN: |[xkll < M.

11.2.3 Caractérisation d’une suite bornée

Une suite (X = (X1 k. -... Xp, ) €St bornée si et seulement si les n suites numéri-
ques (x1,k) . --.. (Xn, k) sont bornées.

DEMONSTRATION. Supposons que la suite (x;) soit bornée. Alors, il existe un nombre
réel M =0 tel que pour tout couple d’entiers 1 <j<n et k=>0:

n 1/2
xp,] < (E, x,?,,,) = llxgll < M;
1=

ce qui entraine que les n suites numériques (X1 g), ---» (X, &) sont bornées.
Réciproquement, supposons que les 7 suites numériques (X; g), ..., (X, %) soient

bornées. Alors, il existe 7 nombres réels positifs ou nuls My, ..., M,, tels que pour tout

couple d’entiers 1 <j<net k=0: |xj,x | <M;. Par conséquent, pour tout k € IN:

1/2

n 1/2 n .
llxell = (-21"'2"‘) < (EIM) ;

ce qui revient a dire que la suite (xy) est bornée.

11.2.4 Définition d’une suite convergente

) d’éléments de IR” est convergente et admet pour limite

] >0, on peut associer un entier naturel ko tel que la
—x|] < e. On écrit alors kl.i,Tw xj =x, et on dit que la suite

On dit qu’une suite (X
x ER” si, 4 tout nombre rée
relation k > ko implique || Xk
(xy) converge vers x.

D’une maniére générale, I'entier naturel ko dépend du nombre réel €.




r

;eurs variables réelles
i selles de plusieut

Fonction$s ree

4

divergente

srition d’une suite )
112.5 Définit onvergente est dit

Une suite qui n’est pas ¢
suite qu’elle diverge:

e divergente. On dit aussj d’une tel
e

11:2 6 C e su' \(3 entes
ara srisati S ites con Tg
ctensatlond I
5 k (x Xn k)) d’éle nents de R converge vers x = (xl, T
U ESU'G(X S » 2 ; - : sX= :
IIIt i r tout entieu 1 </ <n, I | u é 1qu ( ,k) COIIvelge vers X
siet seuleme t si pou n,lasu te numer e (x I.

Soit € un nombre réel positif quelconque. Si la suite (x) converge

ON. : o
DEMONi:::i,::: ko € N tel que pour tout k =Ko : [1Xk x|| < e. Comme pour tout el
vers X, 1
1<j<n: ) s )

2 _ _ ’
1% =Xl < (Z (xi, 6~ X1) ) llx—xIl < €
" i=1

on peut conclure que kl,iwa/v" =X

Réciproquement, supposons queé
i < n, on peut associer un entier naturel ki tel que pour fit

3 chaque entier 1< ] .
k> k;l: |, — /| < €/v/n. Ainsi, en posant ko =max {Ky, -, kn}, on obtient que I

relation k = ko implique
n 1/2
”Xk_x“ = (E(xi,k—xi)z) < e€.
i=1

D’ou le résultat. [

pour tout entier 1<j<n: kl-i.Imei:k =X;. Alors

11.2.7 Unicité de la limite
La limite d’une suite d'éléments de IR”, si elle existe, est unique.

pEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser les résultats obtenus aux paragraphes 2.3.4 et
11.2.6. [

11.2.8 Exemple d’une suite convergente

Le_ ;ésultat fiu paragraphe 11.2.6 nous permet d’affirmer, sans autre, que la suite
(x=(e™, 1)) d’éléments de R? converge vers x = (0,1) (fig. 11.4).

11.2.9 Propriété des suites convergentes

Toute suite convergente est bornée.

DEMONSTRATI i i .
ON. Soit (x;) une suite qui converge vers x. Alors, pour € =1, il existe

un entie
rnaturel Ko tel que pour tout & > ko : llxy —x|| <1. Ainsi, en utilisant I'inéga-

lité triangulaire i

Pir s se’g:il;: u;::rrsi 0( u§t lklelig on obtient que pour tout & > ko : ||x; || <1+ 1x]l.
. . \’ B ,ona: “x < m .

ce quirevient a dire que Ia suite (xz) est bO’r‘rlee\ ax {[1xall, oy g —ll, 111l };

X2
X3 x,

11.2.10 Propriété de la limite «
Soit (x ) une suite qui c
M=0 tel que pour kKEN: ||

DEMONSTRATION. Soit € un:
tel que pour tout kK = kq:

xfl =gl < flx—x
ce qui entraine que
x|l < lixgll+e <1

Cette derniére inégalité étan
x|l <M.

11.2.11 Opérations algébriq

Considérons deux suitt
un scalaire \ obtenir les nou

(ue = xic+yi) et

Supposons & présent que les
et y. Alors,

— la suite (xj + yx)adr

«

DEMONSTRATION.
la suite (x;) conver
m=ky: || xy, — x|l <
lyp—yll<el2.Air
k=>ko: |l(xx+ i)
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X3 fz X, X,

Fig. 11.4

11.2.10 Propriété de la limite d’une suite convergente
Soit (xx) une suite qui converge vers x et supposons qu'il existe un nombre réel
M 20 tel que pour K EN: ||x, || <M. Alors, ||x|| <M.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Alors, il existe ko € N
tel que pour tout k> ky :

(= lxell < llx=xill < €;
ce qui entraine que
Ixl < llxgll+e < M+e.

Cette derniére inégalité étant vérifiée quel que soit € > 0, on peut conclure que
[Ixll<M. "

11.2.11 Opérations algébriques sur les suites

Considérons deux suites (x) et (¥%). On peut par addition et multiplication par
un scalaire A obtenir les nouvelles suites suivantes:

(ug = x+yi) et (v = Axg).
Supposons & présent que les deux suites (xx) et (yx) convergent respectivement vers x

et y. Alors,
— la suite (xx + yx)admet pour limite x +y.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que

la suite (x;) converge vers X, il existe un entier naturel k, tel que pour tout
m>ky: || %y, — x| < €/2. De méme, il existe k; €N tel que pour tout p =k, :
ly, =y || <€/2. Ainsi, en posant ko =max {ky, k, }, on obtient que pour tout
k>ko: I +yie)— x+PI<Ixe—xll +llyx—ylI<e/2+e/2=e. "




i i réelles
tions IéC"CS de Jusieurs Vanables (el
Fonc P

_ lasuite (Axk) admet pour limite AX. )
Soit € un nombre réel pc?smf quek‘;oﬂque % supposons que
DEMONSTRATION: ntraire, le résultat est gvident). Puisque la suite (x;) ol
A#0 (fi]a::i::ecﬁiiztier na,turel ko tel que pour tlo;tek > kot X —x|i < e
Z:r;;,elmraine que (1A~ AxlI=INI Xl <e. )
«+:on d’une suite de Cauchy
e : ) d’éléments de IR" est une suite de Cauchy si a tout nom.

On dit qu’une suite (x. :
breréel ¢ >0, 01n peut associer un entier naturel Ko
impliquent | xx — X1 |<e.

D’une maniére générale,

tel que lesrelations k> kg et 1 >
0

Pentier naturel Ko dépend du nombre réel e.

11.2.13 Caractérisation d'une suite de Cauchy
Une suite (Xx = (¥1,k/ Xp,k)) estune suite de Cauchy si et seulement si lgs p

suites numériques (X1,k) - (xp, k) sont des suites de Cauchy.

N. Soit € un nombre réel positif quelconque. Si la suite (x;) est une

DEMONSTRATIO
urel ko tel que pour tout couple d’entiers k>,

suite de Cauchy, il existe un entier nat !
et I >ko: llxx—xp 1l <€ Comme pour tout entier 1<j<n:

n 1/2
2 — =
el < (£ Gasmm] = ol <
i=1

on peut conclure que les 7 suites numériques (%1,x)s -+» (Xn,x) sont des suites de Cauchy.
Réciproquement, supposons que les n suites numériques (xl,k), <es (X)p 1) sOient
des suites de Cauchy. Alors, 4 chaque entier 1 < < n, on peut associer un entier naturel
k; tel que pour tout couple d’entiers .k Skietl =2k lxjp—xj,1< €/+/n. Ainsi, en
posant ko = max {ky, ..., k,}, on obtient que les relations k = ko et [ =k, impliquent

n 1/2
llxg —x; 1l = (2 (xi,k_xi,l)z)
i=1

D’ou le résultat. ]

N

€%

11.2.14 Propriété caractéristique des suites de Cauchy

Une suite (xy) est une suite de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

ﬁgre‘ZN(sxTRA)”ON-(Sl (e = (X1, k5 wony Xp,k)) est une suite de Cauchy, les n suites numé-
(8273 o x'f-k) sont des suites de Cauchy (§ 11.2.13), donc convergentes
; i{é);icer qui unphqut? (8§ 11.2.6) que la suite (xy) converge.
numériquei (quue;“emv(il (%) = (X1, k5 -y Xp, 1)) €5t UNE suite convergente, les n suites
s 1,k)s - (X k) sont convergentes (§ 11.2.6), donc de Cauchy (§ 2.7.3);
plique (§ 11.2.13) que la suite (x;) est une suite de Cauchy u

11.2.15 Définition d’une sous-suite
Une sous-suite d’une suite (x,,
application strictement croissante.
Une sous-suite d’une suite (x,,
suite extraite de (xy).

11.2.16 Théoréme de Bolzano-Wei

De toute suite bornée (x;) os

DEMONSTRATION. Comme la suit
entier 1< j<n:

n 1/2
1xjl < ( > x,?"k) =
i=1
on peut affirmer que les n suites
Ainsi, en utilisant le théoréme 2.6
sous-suite (X x(p,)) Qui converge
extﬁralre d’e la s.um’: (ypn =X2,k(p,
puisque I'application ky =kop,:
(x2,k, (p,)) sont deux sous-suite
obtient finalement une applicatic
sous-suites numériques (xy g, _,,
quences (§ 11.2.6) que la sous-si
convergente.

11.3 TOPOLOGIE DE R"

11.3.1 Définition d’une boule

Pour tout x ER"” et t
||y —x|| <& }. Par définition,
rayon § (fig. 11.5).

—
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11.2.15 Définition d’une sous-suite

Une sous-suite d’une suite (xy ) est une suite p P Xk (p), 00 k:IN~ IN est une
application strictement croissante.

Une sous-suite d’une suite (x; ) est aussi appelée une suite partielle ou encore une
suite extraite de (x;).

11.2.16 Théoréme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite bornée (x;) on peut extraire une sous-suite (xk(p)) qui converge.

DEMONSTRATION. Comme la suite (x, = (X1, ks Xp,x)) €St bOrnée et que pour tout
entier I<j<n:

n 1/2
% o~
%),k < § xi,k) =llxll,

on peut affirmer que les n suites numériques (%1,), - (X, 1) sont bornées (§ 11.2.3).
Ainsi, en utilisant le théoréme 2.6.5, on sait que de la suite (x; ;) on peut extraire une
sous-suite (X1 x(p, y) Qui converge. En utilisant de nouveau le théoréme 2.6.5, on peut
ext.raire d,e la §uit¢? (¥p, =X2,k(p,)) une sous-suite (¥p, (p,)) qui converge. Il en résulte
puisque I'application ky =k o p,: IN - N est strictement croissante, que (xl,kl (P, y) et
(x2.k.(p,)) sont deux sous-suites qui convergent. En répétant n fois ce procédé, on
obtient finalement une application k,,_, : IN = IN strictement croissante telle que les n
sous-suites numériques (xy g, _ ( Pn))’ s (X, ke - (Pn)) convergent; ce qui a pour consé-

quences (§ 11.2.6) que la sous-suite (xg,, _, (p,)) = (X1, k-1 (2p)) > Xn, ki —1(pp))) €St
convergente.

11.3 TOPOLOGIE DE R”

11.3.1 Définition d’une boule ouverte

Pour tout x € IR"” et tout nombre réel § > 0, on pose B(x,8)={y ER":
[ly —x|| <8 }. Par définition, B (x,8) est appelée la boule ouverte de centre x et de
rayon § (fig. 11.5).

]
[ S}

X2 A n

Fig. 11.5
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11.3.3 Défin ble E de IR™ est ouvert s’il est vide oy #il ne ¢
Ontiey,

" -ensem
On dit qu’un sous

que des points intérieurs.

n sous-ensemble ouvert de R™

1134 Caractérisation d’u '
| Un sous-ensemble non vide de IR™ est ouvert si et seulement s;j s
n sous- .

11.3.5 Propriétés des sous-ensembles ouverts de IR"”

— -ensembles ouverts 4
_ Toute réunion quelconque de sOus de R" est un SOUS-engepy,

ouvert de R"; . o
_ toute intersection finie de sous-ensembles ouverts de IR” est yn SOUs-ensemy
e

ouvert de R".
DEMONSTRATION. Soit (4;);ey une famille quelconque de SOUS-ensembles
ouverts de IR”. Montrons que

4=U 4;
i€l
est ouvert. En effet, si x €4, il existe au moins un j €7 tel que x € A;. Puisque Apest
ouvert, il existe un nombre réel § > 0 tel que B(x,8) C A; CA.
Supposons 4 présent que (B,-),-E{I’ ...,m } s0it une famille finie de sous-ensembles
ouverts de R” et montrons que

m
B = n B,‘
i=1
est ouvert. En effet, si x €B, alors x appartient i tous les B;. Puisque tous les 5;
so(nt.ouverts, il existe m nombres réels positifs 8y, ..., §,, tels que pour tout entier
[]0\[/ <.m :B(xf 8;)C B;. Ainsi, en posant § =min {84, ..., 8,, }, on obtient que pour
uentier ISj<m:B(x,8) C B(x,8;) C By; ce qui entraine que B(x,8)CB.

113.6 Exemples de sous-ensembles ouverts de IR”

Pour to n i .
ut x€R™ et tout nombre réel § > 0, la boule ouverte B (x,8) est unsov

ensemble ouvert de R”
et de rayon r = §

Pour tout s
grand Sous-ensem
SOus-ensemp|e ou

- En effet, pour tout Y € B (x,8), la boule ouverte de e
~Ily = x]| est incluse dans B (x,8) (fig. 11.6).

Ous-ensemble non vide £ de R”, Fest ouvert. C'est méme e g
ble ouvert de R” qui soit contenu dans E. Autrement dit, Si e
vert de R” conteny dans E, alors A C Eo

X2

1~z

11.3.7 Remarque

En général, une intersecti
sous-ensemble ouvert de IR”. P.
la forme B(0, 1/k) avec Kk €N
celui-ci n’est pas ouvert.

11.3.8 Définition d’un sous-en

On dit qu’un sous-enserr
{x €EIR": x €E} est un sous-e

X2

11.3.9 Caractérisation d’un st

Un sous-ensemble non vide
ments de E qui converge, con

DEMONSTRATION. Supposo!
de E qui converge vers x €IR
et supposons que x & E. Alor
réel § >0 tel que B(x,8)C
résultat est impossible car x ¢
quent x € E.
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11.3.7 Remarque

En général, une intersection infinie de sous-ensembles ouverts de IR” n’est pas un
sous-ensemble ouvert de IR”. Par exemple, Iintersection de toutes les boules ouvertes de
la forme B (0, 1/k) avec k € IN* est le sous-ensemble de IR” réduit au seul point 0, et
celui-ci n’est pas ouvert.

11.3.8 Définition d’un sous-ensemble fermé de IR"

On dit qu’un sous-ensemble E de IR” est fermé si son complémentaire CE=
{x €ER": x €E } est un sous-ensemble ouvert de R"” (fig. 11.7).

%}

Fig. 11.7

11.3.9 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de R"”
Un sous-ensemble non vide E de IR” est fermé si et seulement si toute suite d'élé-
ments de E qui converge, converge vers un élément de E.

DEMONSTRATION. Supposons que E soit fermé et que (x) soit une suite d’éléments
de E qui converge vers x € IR". Montrons que x € E. Pour cela, raisonnons par I'absurde
et supposons que x ¢ E. Alors, x € [ E. Comme C E est ouvert, il existe un nombre

réel 5> 0 tel que B(x,8)C ( E; ce qui entraine que {x;:k € N}NB(x,5)=¢.Ce
résultat est impossible car x est la limite de la suite (xg). D’ou contradiction. Par consé-

quent x € E.
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plémentaire de l'autre, ils sont aussi fermgs,

. W n . R
existe un autre sous-ensemble de IR qui sojt Ay

TIO
pEMONSTRATIO™
ouverts. Puisqueé I'un est le com

ns & présent qu'il 3 i

Sup;;o:;é Dgsignons‘le par E. Puisque E et C E ne sont Ppas vides, ilg Contgy

ouvert It:tcuen " oins un élément, & savoir a € E et b € [ E. Posons J, =
nent cha

_\\q€E}. Comme 0 € I, le nombre réel =Sup [, ey

(EDI: AT 129 or:\ )daéduﬁ }l’existence d’une suite (A\z) d’élémentspdé Ilntteelie:De

lim A\ =B:ce qui entraine, entre autres, que la suite (=N b+(1- \x)a) d'élémqefu
i *% converge vers b+ (1-B)a- Etant donné que E est fermé, on peut affyy,,
(§11.3.9) que po+ -B)aEE. Comme_b ¢E,ona EUSSI que 0<B<1. Aingi g
posant @y =p+ (1 ~F)/k et &0 = s (.y" =arb + (1-ay)a) estune gy,
éléments de C E (ax & Iy car oy > B=Sup Ip) qui converge vers fb + (1~ ). b
que [ £ est fermé, on peut écrire que b+ (1 —(.i)’a € ([ E. Ainsi, Bb+ (1-§)q i
tient 3 1a foisa E eta ( E; ce qui est une absurdité. On peut donc conclure quunt
sousensemble E de R” n’existe pas. D’ou le résultat. 5

la définition de B,

11.3.11 Remarque

Un sous-ensemble de R” peut trés bien n’étre ni ouvert ni fermé. C’est le cas de
I'ensemble {(x,y)ER?*: x€Q, y=0}.

11.3.12 Propriétés des sous-ensembles fermés

— Toute intersection quelconque de sous-ensembles fermés de IR" est un sous
ensemble fermé de IR”;

~ touteréunion finie de sous-ensembles fermés de IR” est un sous-ensemble ferm
deR".

DlaMONSTRATlON. Soit (4;); une famille quelconque de sous-ensembles fermés d¢
R™. Montrons que

A = )ty
i€l

plusieurs variabies reeies -

Esp:
est fermé. En effet, puisque

4 = U CA;
ier

et que tous les [ A; sont ouverts, on obti

Supposons a présent que (Biieq, .
fermés de IR” et montrons que

m
B=UBg

i=1

est fermé. En effet, comme

[:B=F\ C B;

i=1

et que tous les ( B sont ouverts, on peu

11.3.13 Définition de I’adhérence d’un s

Puisque tout sous-ensemble E de |
poser la définition suivante: I'intersectio
I’adhérence de E et est notée E.

De cette définition, il résulte immé
qui contienne E.

11.3.14 Caractérisation d’un sous-ense:

Un sous-ensemble E de IR” est fe

11.3.15 Caractérisation de I'adhérence

Soit E un sous-ensemble non vid
soit la limite d'une suite d'éléments de

DEMONSTRATION. Montrons que cette
par I'absurde et supposons que E poss:
suite d’éléments de E. Alors, il existe 1
conséquent, E C [} B (x,5). Comme
obtient que EN [ B(x,8) est unsou
et qui contient E'; ce qui est en contra
tré que la condition était nécessaire.
Reste 2 montrer qu’elle est suffi
d’éléments de E, x est aussi la limite ¢
on peut conclure (§ 11.3.9) que x € 1
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est fermé. En effet, puisque

C4a=v CA1
i€r
et que tous les 4, sont ouverts, on obtient (§ 11.3.5) que [ A est ouvert.

Supposons i présent que (B)ie(s, ..., m} soit une famille finie de sous-ensembles
fermés de R" et montrons que

m
B = UB(
i=1

est fermé. En effet, comme
m
CB =N [: B,‘
i=1

et que tous les [ B; sont ouverts, on peut affirmer (§ 11.3.5) que [ B est ouvert. =

11.3.13 Définition de I’adhérence d’un sous-ensemble de IR”

Puisque tout sous-ensemble £ de IR” est contenu dans IR”, qui est un fermé, on peut
poser la définition suivante: Iintersection de tous les fermés contenant E est appelée
I’adhérence de E et est notée E.

De cette définition, il résulte immédiatement (§ 11.3.12) que E est le plus petit fermé
qui contienne E.

11.3.14 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de IR”

Un sous-ensemble E de IR” est fermé si et seulement si E=E.

11.3.15 Caractérisation de I’adhérence d’un sous-ensemble de IR”

Soit E un sous-ensemble non vide de R”. Pour que x € E il faut et il suffit que x
soit la limite d’une suite d’éléments de E.

DEMONSTRATION. Montrons que cette condition est nécessaire. Pour cela, raisonnons
par I'absurde et supposons que E posséde un élément x qui ne soit la limite d’aucune
suite d’éléments de E. Alors, il existe un nombre réel § > 0 tel que B(x,8) N E = ¢. Par
conséquent, E C ( B (x,8). Comme [ B(x,8) est fermé et que x & [ B(x,8), on
obtient que £ N [ B(x,8) est un sous-ensemble fermé de R” strictement inclus dans £
et qui contient E; ce qui est en contradiction avec la définition de E. On a ainsi démon-
tré que la condition était nécessaire.

Reste 4 montrer qu’elle est suffisante. En effet, si x €IR” est la limite d’une suite
d’éléments de E, x est aussi la limite d’une suite d’éléments de E. Comme £ est fermé,

on peut conclure (§ 11.3.9) que x EE. o
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10 ns que toute suite d’éléments de g _ .

0S0 c Ul ¢q
ent, SUFP°L "Montrons que E est fermé. Pour ggj, |, onvey,
o élément que E ne soit pas fermé. Alorg CE ey n""flsd
]
Vgn

osons
conVC[ge : bSdee et SUP%,UH élémeﬂt x de CE tel q.ue pour tOut mPaSQu
er k > 0, on peut associer un élémeny t lep h(]'
donc construit une suite (x,) d’

iction; ce qui nous permet de ¢

si, 4 tout enti kdep
’ lémeg, . £ Y
Ment d ti
Onclyre Y
Que By

n
bles ouverts et fermés de IR

nsem
11.3.10 Sous® R" sont les deux seuls sous-ensembles de [R”

L’ensemble vide ¢ et . SOieméh
fois ouverts €t fermes. |
on. I résulte de la définition d’un QUVert que R ot 4 by
D Psaue mentaire de ’autre, ils sont aussi fermgg. Iy

J'un est le complé
présent qu'il existe un autre sous-ensemble de R” qui soit 3|, foi

le par E. Puisque £ et C £ ne sont pas vides, il

ouverts. Puisqué :

Supposons a
ouvert et fermé. Désignons-’
nent chacun au moins un €

: § contjg,.
lément, 4 savoir a € E et b € C E. Posons I 2

(n€[0.1): \b-+(1~N)a EE). Comme 0 € h, le Rombre 1ée) f=Supl, exs
la définition de B, on déduit Dexistence d’une su'lte (Ag) d’éléments de Iy telle
lim A =B; ce qui entraine, entre autres, que la suite (xx =Xz b+ (1)) q) e
’é:}? converge vers Bb+ (1—p)a. Etant donné que E est. fermé, on peut affim
(§1139) que Bb + (1-p)a € E. Comme b ¢E, on a aussi que 0 << 1. Ainsj
posant =B+ (1~ B)/k et ao =1, on obtient que (yx =aeh + (1-ay)a) est unes
d’éléments de ( E (ag & I; car ax > B=Sup ;) qui converge vers fb + (1-p)a.hi
que ( E est fermé, on peut écrire que b+ (1—B)a € [ E. Ainsi, Bb+ (1-f)a e
tient 3 la foisa E eta [} £; ce qui est une absurdité. On peut donc conclure qu'un te
sous-ensemble £ de R” n’existe pas. D’ou le résultat. 1

11.3.11 Remarque

Un sous-ensemble de IR” peut trés bien n’étre ni ouvert ni fermé. Clest le casde
Pensemble {(x,y) ER?: x€Q, y =0).

11.3.12 Propriétés des sous-ensembles fermés

~ Toute intersection quelconque de sous-ensembles fermés de IR est un %
ensemble fermé de R

— toute réunion finje de
de R”,

ymé
sous-ensembles fermés de IR” est un sous-ensemble fe

DF;IMONSTRATION. Soit
-Montropg que

A =iy
i€r

g ¢
()i une famille quelconque de sous-ensembles ferms

est fermé. En effet, puisque

CA =T CA1
i€l
et que tous les [} 4; sont ot
Supposons a présent ¢
fermés de IR” et montrons (

m
B=UB"

—

i=
est fermé. En effet, comme
m
=N EB,'
i=1

et que tous les [ B; sont ou

11.3.13 Définition de I’adhé

Puisque tout sous-ense
poser la définition suivante:
I’adhérence de E et est noté

De cette définition, il r¢
qui contienne E.

11.3.14 Caractérisation d’'un

Un sous-ensemble £ de

11.3.15 Caractérisation de I’;

Soit £ un sous-ensemb
soit la limite d'une suite d'élé

DEMONSTRATION. Montrons
par 'absurde et supposons qu
suite d’éléments de E. Alors,

conséquent, E C [ B (x,6). (
obtient que £N ( B(x,5) es
et qui contient E'; ce quiest e
tré que la condition était néce

Reste a montrer qu’elle

d’éléments de E, x est aussila
on peut conclure (§ 11.3.9) qu
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est fermé. En effet, puisque
C4=uUC A;
i€r
et que tous les [} 4; sont ouverts, on obtient (§ 11.3.5) que [ A est ouvert.

Supposons a présent que (B,)ie{l, ..., m} S0it une famille finie de sous-ensembles
fermés de IR" et montrons que

m
B=UBi

i=1

est fermé. En effet, comme
m
CB=N CB,-
i=1

et que tous les [ B; sont ouverts, on peut affirmer (§ 11.3.5) que ( B est ouvert. =

11.3.13 Définition de I'adhérence d’un sous-ensemble de IR”

Puisque tout sous-ensemble £ de IR” est contenu dans IR”, qui est un fermé, on peut
poser la définition suivante: Pintersection de tous les fermés contenant £ est appelée
I’adhérence de E et est notée E.

De cette définition, il résulte immédiatement (§ 11.3.12) que E est leplus petit fermé
qui contienne E.

11.3.14 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de IR"
Un sous-ensemble E de R™ est fermé si et seulement si E=E.

11.3.15 Caractérisation de I’adhérence d’un sous-ensemble de IR”

Soit E un sous-ensemble non vide de IR”. Pour que x EE il faut et il suffit que x
soit la limite d’une suite d'éléments de E.

DEMONSTRATION. Montrons que cette condition est nécessaire. Pour cela, raisonnons
par I’absurde et supposons que E posséde un élément x qui ne soit la limite d’aucune
suite d’éléments de E. Alors, il existe un nombre réel § > 0 tel que B(x,8) N E =¢. Par
conséquent, E C ( B (x,8). Comme [ B(x,8) est fermé et que x ¢ CB(x,8),0on _
obtient que £ N [ B(x,8) est un sous-ensemble fermé de R" strictement inclus dans E
et qui contient E'; ce qui est en contradiction avec la définition de £. On a ainsi démon-
tré que la condition était nécessaire.

Reste 4 montrer qu’elle est suffisante. En effet, si x €R” est la limite d’une suite
d’éléments de E, x est aussi la limite d’une suite d’éléments de E. Comme E est fermé,

on peut conclure (§ 11.3.9) que x € E. -
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12 Fonctions réell
11.3.16 Définition d’une boule fermée
Pour tout X € R" et tout nombre réel >0,|

’ \ n. -
centre x et derayon 5 est égale @ (yER": ||y —x

{yem":||y—x|l<8}. !
5) est appelee la

Par définition, B(x,
A={y ER": [y —xI

'adhérence de la boule ouverte de
|| <8} Autrement dit, B (x,8) =

boule fermée de centré x et de rayon §.

| <&} Montrons queé B(x,5)CA.
existe une suite (zx) d’éléments de B(x,8) qui converge
entraine que 1a suite (2 —X) converge Vers z — x. Puisque
(8 11.2.10) que |1z —x|| <& ou encore

DEMONSTRATION. Posons
En effet, si z € B(x,) il
vers z (§ 11.3.15); ce qui '
pour tout kEN: lzx— x|l < §, on obtient

zEA. — : . o
Montrons a présent qué ACB(x,8)-En offet, si v EA, la suite (vy;) définie par

1
et [1-—— @)
Vi X ( k+1)(

¢ de plus, pour tout kEN: vkEB(x,tS), on obtient (§ 11.3.15)

converge Vers v. Comm
|

que v EB(x,0).

11.3.17 Définition de la frontiére d’un sous-ensemble de R"”
sous-ensemble non vide de IR”. Un point X est dit point frontiére de E

Soit £ un
re x contient au moins un point de E etau moins un point

si toute boule ouverte de cent
de CE.
L’ensemble des

E et est noté oE.
11 résulte immédiatement de cette définition que
_ x EJE si et seulement si x est la limite d'une suite d'éléments de E et d'une suite

d’éléments de CE;
— ENE=¢:;
— E=EVE; ~ .
_sE=ENCE={x€E x¢EY;
— OF estun sous-ensemble fermé de R"”.

points frontiéres de E est appelé la frontiére ou encore le bord de

11.3.18 Propriété de la frontiére
Pour tout sous-ensemble non vide E deR",ona: oF COE.

1 positif quelconque. Alors,

DEMONSTRATION. Soit x € oF et soit & un nombre rée
Comme y EE, on sait que

B(x,8) NE contient au moins un élément, a savoir y.
B(y,5 —lly—xI)NE#¢.Par suite, en constatant que B(y,8 — Iy —x|) C B(x,9),
on peut affirmer que B(x,8) N E#¢. D’autre part, puisque B(x,5)N CE+#¢ ¢t
C E C ( E, on peut écrire que B(x,8)N [E#¢.0na ainsi démontré que pour tout

nombreréel 8> 0: B(x,8) NE#¢ et B(x,8)N C E # ¢; ce quiimplique que X EOE.
Ce résultat étant vrai quel que soit x appartenant a oE , on peut conclure que oF

E COE.
m

11.3.19 Frontiére del

Pour tout x ER”
est égalea {y ER": ||
De méme, 0B (x

DEMONSTRATION. L
B(x,8) N [ B(x,8)=
(yER™:|ly—x|l=

Montrons a pré
(§ 11.3.18), il suffit d
la suite (zx =x + (1+]
de plus z €B(x,6),0

11.3.20 Remarque

On sait (§ 11.3
Mais contrairement a
ol 3B (x,8)=03B(x
Par exemple, pour £

11.3.21 Définition ¢

Un sous-ensem
tel que pour tout x ¢

11.3.22 Définition:

Un sous-ensen

11.3.23 Adhérence

L'adhérence ¢

DEMONSTRATION.
ou nul tel que la e’
(yy) d’éléments de
obtient (§ 11.2.10)
Comme de plus £

11.3.24 Exemple
Pour tout x*
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11.3.19 Frontiére de la boule ouverte

: Pou‘r toutx Ean" ettoutnombreréel § > 0, la frontiére de la boule ouverte B (x, 8)
estégaled {y €R": |ly —x||=5}. Autrement dit, 3B (x,8) ={y €R": ||y - x|| =§}.
De méme, 0B (x,8)={y ER": lly -x||=6}.

DEMONSTRATION. Le fait que B(x,8) soit un ouvert entraine que 9B(x,8)=
B(x,8) N [B(x,8)={y €R": ||y -x[|<5} N {y ER": lly=x|I=>8}=
{yER": ||y -x|l=8).

Montrons 2 présent que 9B (x,8) = 9B (x,8). Puisque 3B (x,5)C 3B (x,5)
(§11 3.18), il suffit de démontrer que 3B (x,8) C 0B (x,8). En effet, si z €08 (x,5),
lasuite (zx =x+ (1+1/(k + 1)) (z —x)) d’éléments de ( B(x,8) converge vers z et comme
de plus z € B(x,8), on peut écrire que z €9 3 (x,8). .

11.3.20 Remarque

On sait (§ 11.3.18) que pour tout sous-ensemble non vide £ de IR": 9 C JE.
Mais contrairement & ce que pourrait laisser faire croire le résultat du paragraphe 11.3.19
ol dB(x,8) =9B(x,5),lafrontiére de £ n’est généralement pas incluse dans celle de E'.
Par exemple, pour E'={(x, ) ER?: x € Q}, on a: 3E = R?, tandis que dE = ¢.

11.3.21 Définition d’un sous-ensemble borné de R”

Un sous-ensemble non vide E de IR" est dit borné s’il existe un nombre réel M =0
tel que pour tout x EE': ||x || < M.

11.3.22 Définition d’un sous-ensemble compact de IR"

Un sous-ensemble non vide de IR” est dit compact s’il est 4 la fois fermé et borné.

11.3.23 Adhérence d’un sous-ensemble borné de R"

L'adhérence de tout sous-ensemble borné de IR” est compacte.

DEMONSTRATION. Soit £ un sous-ensemble borné de R” et ]_ll un nombre réel positif
ou nul tel que la relation x € E implique ||x || < M. Soit y € E. Alors, il existe une suite
(yx) d’éléments de E qui converge vers y. Puisque pour tout k € IN: ||y || <M, on
obtient (§ 11.2.10) que || y || < M. Par conséquent £ est un sous-ensemble borné de IR”.
Comme de plus E est fermé, on peut affirmer que £ est compact. ]

11.3.24 Exemple d’un sous-ensemble compact de R”
Pourtout x € IR” et tout nombre réel 8 > 0,laboule fermée B (x,8) est compacte.
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14
nd’un sous-ensemble compact de IR"

non vide E de R” est compact si et seulement si de toute sujte
o sous-suite qui converge vers un élément de E

11325 Caractérisatio
Un sous-ensemble
de E, on peut extraire un
osons que E soit compact et soit (xx) une suite d’élémens
1 extraire (§11.2.16) une sous-suite (X)) qui
de plus £ est fermé, on sait (§ 11.3.9) que

d'éléments
DEMONSTRATION. Supp
de E. Puisque E est borné, on peut €
14 n

converge vers un élément x de IR™. Comme
x€EE.

Réciproquement, supp
une sous-suite qui converge

oute suite d’éléments de £, on peut extraire
vers un élément de E. Le résultat obtenu au paragraphe
11.3.9 implique qué E est fermé. Reste 4 démontrer que £’ est borné. Pour cela, raison-
nons par I'absurde et supposons qu’il ne le soit pas. Alors, a chaque entier naturel k, on
peut associer un élément y de E tel que [|ygll > k. Par conséquent, si (¥ (p)) est une
sous-suite de (¥x), on obtient que pour tout P EN:lyemll> k(p)=p; ce qui
entraine que (Vx ®) n’est pas bornée, donc pas convergente. Ainsi, de (¥ ) on ne peut
extraire aucune sous-suite qui converge; ce qui contredit ’hypothése faite sur la suite

(yy)- Dol E est borné. -

osons que de t

11.3.26 Lemme

Soit £ un sous-ensemble compact d
ouverts de IR” constituant un recouvremen
n nombre réel § > 0 tel que pour tout x EFE, la bou

e IR" et (4;)icy unefamille de sous-ensembles
tde E (c'est-a-dire tel que EsC _LEJlAi).

1
Alors, il existe u le ouverte B (x,8)
est contenue dans au moins un des A4;.

DEMONSTRATION. Pour cela raisonnons par I’absurde et supposons qu’un tel nombre &
n’existe pas. Alors, a chaque entier k>0, on peut associer un élément x de E tel que
la boule B (xx,1/k) ne soit contenue dans aucun des A;. De la suite (xx), on peut
extraire une sous-suite (Xx (p)) qui converge vers un glément x de E (§ 1.3.25). Puisque
x appartient 4 un certain Aj et que Aj est ouvert, il existe un nombre réel g > 0 tel que
B(x,p) CA;. D’autre part, comme plimexk ) =% il existe un entier po > 2/B tel que
Xk (pg) EB(x:B/2). Ainsi, en constatant que pour tout y €B (Xk (pg)» 1/K (P0)):
B

g1
Ly =xIl < 1y =Xk@oll + 1%k =1l < goils et ” 12 gl
: k(Po) 2 Do 2

on obtient que B (Xg (p,)» 1/k(po)) C B(x,B) C A;; ce quiest absurde. D’ou le lemme.
|}

11.3.27 Théoréme de Heine-Borel-Lebesgue

; Un sous-ensemble nonvide E de IR est compact si et seulement si de toute famille
e sous—gnwmples ouverts de IR” constituant un recouvrement de E, on peut extraire

une famille finie qui est un recouvrement de E.

DEMONSTRA
ouverts de RIIS: : P.Ol" commencer, supposons que de toute famille de sous-ensembles
nstituant un recouvrement de £, on peut extraire une famille finie qui

est un recouvrement de E, et ¢
que de (gx) on peut extraire u
raisonnons par 'absurde et su;
peut associer un nombre réel ;

F(x) = {kEIN:ak €
ne contienne au plus qu’un nc
EC U B(x,8(x)),
xXEE
on peut affirmer I'existence d
p
ECUB(x;,8(x;));
j=1
ce qui implique, entre autres
p
UF(g)= U FQ
j=1 xE€EE

Ce résultat est impossible ca:
ments. D’otl contradiction. ¥
suite qui converge vers un él
11.3.25 nous permet de con
Montrons a présent la

soit (4;);e une famille que

i€l
Ainsi, grce au lemme 113
tout x € E, la boule ouvert
Alors, il existe iy €1 tel qu
Si A; ne contient pas E, l¢
ment, & savoir bp. De plus,
E,iln’y a plusriena démo
{X €E:x $A,'l UA,"} et:
s’arréte, car sinon on obtie
couple d’entiers 7 #s:1|b,
est compact (§ 13.2.25).1
1

EcC U 4
k=1

Ainsi, s’achéve la démonst

11.3.28 Définition d'un:

Soit £ un sous-enst
7 = (71’ secy 7"): [0’1] =
Les points 7 (0) et 7 (
chemin.
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est un recouvrement de E| et soit (a; ) une suite quelconque d’éléments de £. Montrons
que de (@) on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de E.Pour cela,
raisonnons par I’absurde et supposons le contraire. Alors, 4 chaque élément x de £, on
peut associer un nombre réel § (x) >0 tel que I'ensemble

F(x) ={k€N:a, € B(x,8 (x))}

ne contienne au plus qu’un nombre fini d’entiers naturels. Comme
EC U B(x,5(x))),
XEE

on peut affirmer I'existence de p éléments Xy, ..., Xp de E tels que
p
ECU B(x;,5(x));
j=1

ce qui implique, entre autres, que

XEE

14
Hp(xj) = U F(x) =N.
j=

Ce résultat est impossible car U ;’ﬂF(x,-) ne contient au plus qu’un nombre fini d’élé-
ments. D’ol contradiction. Par conséquent, de la suite (a;) on peut extraire une sous-
suite qui converge vers un élément de E. Ainsi, la caractérisation donnée au paragraphe
11.3.25 nous permet de conclure que E est compact.
Montrons a présent la réciproque. Pour cela, supposons que E soit compact, et
soit (4;); e une famille quelconque de sous-ensembles ouverts de R” telle que
i€l
Ainsi, grace au lemme 11.3.26, on sait qu’il existe un nombre réel § > 0 tel que pour
tout x € E, la boule ouverte B(x,8) est contenue dans au moins un des A4;. Soit b; EE.
Alors, il existe #; € I tel que B(by,8) C4; . Si 4; contient E, il n’y a rien & démontrer.
Si A,‘ ne contient pas E, le sous-ensemble {x €E: x QEA,-I} contient au moins un élé-
ment, 4 savoir b,. De plus, il existe i, € I tel que B(b,,8) C A,-a. Si A; U A;, contient
E, il n’y a plus rien & démontrer. Sinon, on recommence en prenant un élément b3 de
{(x€E:x €A; U Aj;,} et ainsi de suite... Aprésun nombre fini de fois, ce processus
s’arréte, car sinon on obtiendrait une suite (b ) d’éléments de E telle que pour tout
couple d’entiers 7 #s: ||b, — bg|| > 8 ; ce qui serait en contradiction avec le fait que £
est compact (§ 13.2.25). Par conséquent, il existe un entier /> 0 tel que
1
EC ’&;)1 Ag -

Ainsi, s’achéve la démonstration du théoréme de Heine-Borel-Lebesgue. o

11.3.28 Définition d’un chemin

Soit E un sous-ensemble non vide de R". On appelle chemin de E une application
v =1, ., 7n) : [0,1] > E dont les n fonctions 71, .., ¥, [0,1] > R sont continues.
Les points 7y (0) et (1) sont appelés respectivement Porigine et 'extrémité de ce
chemin.
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Fig. 11.8

a et b de E peuvent étre joints par un chemin gj| S

: oints .
On dit que deux p ¢ d’extrémité b (fig. 11.8).

A S 5
un chemin de E d’origin€ a

n
11.3.29 Définition d’un sous-ensemble connexe par arcs de R

Un sous-ensemble non vide £ de R” est dit connexe par arcs si deux points qug)
conques de £ peuvent étre joints par un chemin de E.

11.3.30 Connexité par arcs de la boule ouverte

Pour tout x € R™ et tout nombre réel § > 0, la boule ouverte B (x,8§) est con-
nexe par arcs. De méme, la boule fermée B (x, 8) est connexe par arcs.

DEMONSTRATION. Soit a et b deux éléments quelconques de B (x, §). Puisque pour
tout 1 E€[0,1]:¢b + (1-¢)a € B(x,8), 'application 7 : [0,1] > B(x,8) définie par
v (t)=tb+(1—1t)a est un chemin de B (x,5) d’origine a et d’extrémité b. Ce résul-
tat étant valable pour tout couple d’éléments a,b de B (x,§), on peut conclure que
B(x,6) est connexe par arcs.

De fagon analogue, on démontre que B (x, §) est aussi connexe par arcs. u

11.3.31 Réunion d’une famille de sous-ensembles connexes par arcs de R"

SOft (i) ey une familie de sous-ensembles connexes par arcs de R ayant uné
Intersection non vide. Alors

4=U 4
ier

est connexe par arcs.
DEMONSTRATION. Comme

nA,'?5¢,

il

Cette intersectj
ion ; ‘ ]
contient au mojpg un élément, i savoir x,. Soit a et b une paire

d’éléments quelconques de ¢
b €A;,. Montrons que a et
A,2 sont connexes par arcs,
71:[0,1] = 4; , tandis que
72 :[0,1] > 4;,. Par conséqu

71 (21)
T2 (2t"1)

est un chemin de 4 d’origin

y@ =

11.3.32 Remarque

D’une maniére généra
peut rien dire a priori conce
exemple, la réunion des deu
{(x, )ER?*: y=x+2}n’
des deux connexes par arcs
est connexe par arcs.

iyl

11.3.33 Exemple d’un s

Le sous-ensemble
(fig. 11.10).

11.3.34 Lemme

Soit E un sous-en:
il existe un chemin de E
sous-ensembles ouverts ¢
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d’éléments quelconques de A. Alors, il existe deux indices iy, I; €l telsque a €4; et
b € A;,. Montrons que a et b peuvent étre joints par un chemin de A. Puisque A, et
A;, sont connexes par arcs, les points @ et x, peuvent étre joints par un chemin
71:[0,1] > 4; , tandis que les points x, et b peuvent étre joints par un chemin
7, :[0,1] —»A,:. Par conséquent, I'application 7y : [0,1] >4 définie par

71(20) si ¢t €10,1/2
v(@) = : a52]
Y2 (2t-1) si t € 11/2,1]
est un chemin de A d’origine a et d’extrémité ». D’ou le résultat. =

11.3.32 Remarque

D’une maniére générale, si £, et E, sont deux connexes par arcs disjoints, on ne
peut rien dire a priori concernant la connexité par arcs de leur réunion E; U E,. Par
exemple, la réunion des deux connexes par arcs 4; = {(x,y) ER?: y =x} et A, =
{(x,y) ER?: y =x+2} n’est pas connexe par arcs (fig. 11.9), tandis que la réunion
des deux connexes par arcs B; ={(x,y) ER?: x>0} et B, ={(x,y) ER?*: x <0}
est connexe par arcs.

X, 4\ Az Al

Fig. 11.9

11.3.33 Exemple d’un sous-ensemble connexe par arcs de R?
Le sous-ensemble E ={(x,y) ER?:x2—y* >0} de IR? est connexe par arcs
(fig. 11.10).

11.3.34 Lemme
Soit E un sous-ensemble ouvert de R" et @ un élément de E. Alors, E, ={x€E:
il existe un chemin de E d‘origine a et d'extrémité x}et E;={x€E: x¢&E,} sontdeux

n
sous-ensembles ouverts de IR™.
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E,. Par hypothése, il existe
. z]ément quelconque de E, ; e
DEMONSTRATION. ES %l,tofi l;:eelae I:t d’extrémité x. De plus, £ étant ouvert, i| existe
chemin :1 : [9’]1]'5—; 0 tel qgue B(x,8) C E. Montrons que B(x,8)CE,. En Fiia
un nombre rée ! i
y € B(x,5), l'application 7+ [0,1] - E définie pa
si ¢t € [0,1/2]

v(21)
y() = (2[—1)}”'2([_1)x si t € ]1/2,1]

oo, 5 2 CE..
origi g té y; ce qui entraine que y €1,
i d’origine a et d’extrémi 5 o yEE.
est un chemin de\ Erésentgque E, est aussi ouvert. SiE,=¢,iln’ya rien 4 démontrer.
Mon‘(r;:)':]scaqﬁe E, # ¢, et soit z un élément quelconque de £ .é’?sque E est
sons A e
Suppo 1 existe un nombre réel >0 tel que B(z,p) C.E. Co‘mme 2¢E, peut
ouvert, il existe rait relier z a a); ce qui implique que

affirmer que B(z,)NE1=¢ (car sinon on pour v
B(z,B) C E;.
E
& 1
1 X
Fig. 11.10

11.3.35. Caractérisation d’un sous-ensemble ouvert et connexe par arcs de R”

Soit E un sous-ensemble ouvert non vide de IR”. Pour que E soit connexe par
arcs il faut et il suffit qu'il ne soit pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

DEMONSTRATION. Montrons que la condition est suffisante. Soit @ € E. On sait,
d’aprés le lemme 11.3.34, que E,={x€E:il existe un chemin de £ d’origine a et
d’extrémité x} et £, ={x €E: x¢&E,} sont deux sous-ensembles ouverts de IR". Puis-
que E=E, UE,, E\NE,=¢ et E;# ¢, il résulte de 'hypothése que E,=¢. Dol
E,=E. Comme par construction £, est connexe par arcs, £ I’est aussi.

Montrons & présent que la condition est nécessaire. Pour cela, raisonnons par
I'absurde et supposons qu’il existe deux ouverts non vides disjoints 4; et 4, tels que
E=4,UA,.Soit a; EA, et a, EA,. Puisque E est connexe par arcs. il existe un che-
min 7 : [0,1] > £ d’origine a; et d’extrémité a,. Posons B ={r €[0,1]: 7 (f) EA;}-
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Comme 7 (0) 'EAI, le nombre réel s = Sup B existe; ce qui entraine I’existence d’une
suite (#;) d’éléments de B qui converge vers s. D’autre part, en constatant que s€ [0,1]
et que ¥ (1) € Ay, la suite (r) définie par

=5

P % 85
K 1+k

est une suite d’éléments de [0,1)N § B qui converge elle aussi vers s. Ainsi, la définition
d’un chemin nous permet d’affirmer que kl_i.rpm'y ()= klir+n“1 (rx) =7 (s); ce quiimplique
(§ 11.3.15) que 7(s) €4, N A,. Comme de plus y(s)EE =4, U A, et A, N A, =,

on aboutit a I'alternative suivante: ou bien 7 (s) €4, N 94, ou bien y (s) €94; N A4,.
Supposons d’abord que y (s) €4, N 94,. Le sous-ensemble 4, de IR” étant ouvert, il
existe un nombre réel § >0 tel que B(y(s),8)C A4,;; ce qui entraine, puisque

Ay NA;=¢,que B(y(s),8) N A, =¢.Ce résultat contredit le fait que y (s) E04,.
D’ou y(s) €4; N 9A4,. De maniére analogue, on démontre que 7y (s) ¢ 94; N A,. On
obtient ainsi une contradiction. Par conséquent, la condition est nécessaire. L

11.4 EXERCICES

11.4.1 Soit A4, B et C trois sous-ensembles de R". Montrer que
) ANBUC=AUVC)N BUC);
2) 4.V B C =N 'CHY (B:MC).

11.4.2 Soit A et B deux sous-ensembles de IR”. Montrer que A UB =4 U B.

11.4.3 Soit A et B deux s_ous-gnsembles de R".
1) Montrerque ANB CANB.
2) Peut-on inverser I'inclusion?

11.4.4 Montrer que I'adhérence de tout sous-ensemble borné de R"” est bornée.
11.4.5 Soit £ un sous-ensemble non vide de R" tel que £ =E. Montrer que E =IR".

11.4.6 Soit a <b deux nombres réels et f: [2,b] = IR une fonction continue. Démon-
trer que E ={(x,f(x)): a <x < b} est un sous-ensemble fermé de R2.

11.47 Soit £ ={(x,y)ER?: x>0,y =sinl/x}. Montrer que
E=EU{(xy €ER:x=0,-1<y<I}.

11.4.8 Soit E={(m + 1/p, n+1/q): m,n€Z,p,q EN-{0,1}}.
1) E est-il un sous-ensemble ouvert de R2?

2) E est-il un sous-ensemble fermé de R2?

3) Calculer E et 9E.
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11.49 Soit £ un sous-ensemble de R” tel que E # ¢. Montrer que 3E C JE.
11.4.10 Soit £ un sous-ensemble non vide strictement inclus dans IR". Montrer que
aE=03CE.

11.4.11 Soit £ un sous-ensemble non vide de R" tel que 9E =¢. Montrer que E = jn.
n vide de IR”. Montrer que x € OE si et seulement

le no
ments de [ £ qui convergent

11.4.12 Soit £ un sous-ensemb | =
de E et une suite d’élé

§'il existe une suite d’éléments
vers X.

11.4.13 Soit A et B deux sous-ensembles non vides de R” tels que A N B =¢. Montrer

que (A4 UB)=03A4U 3B.

R". Un élément a de IR” est appelé un point

11.4.14 Soit E un sous-ensemble de
bre réel 6 > 0, 'intersection E N B(a,b) contient

d’accumulation de E si pour tout nom

au moins un élément autre que 4.

1) Montrer que tous les points d’accum
i son adhérence. En donnant un con

2) Démontrer que tout sous-ensemble de IR”

posséde une infinité d’éléments.
3) Montrer que tout sous-ensemble borné de R” qui n’admet pas de point d’accumula-

tion, ne posséde qu'un nombre fini d’éléments. Que devient ce résultat si le sous-

ensemble n’est pas borné?
4) Démontrer qu’un sous-ensemble non vide de IR"” est fermé si et seulement s’il contient

tous ses points d’accumulation.

ulation d’un sous-ensemble de IR” appartiennent

qui admet un point d’accumulation,

11.4.15 Soit ay, ..., a, p éléments distincts de IR”. Montrer que E={a1 sy @ }est
compact. ol

11.4.16 Soit E un sous-ensemble com &
pact de R"”. Montrer que 1’adhé
sous-ensemble non vide de £ est compact. ! edhrence de fout

:,:S-:,::Z] Sc;it E‘ur‘lj so];i-ensemble compact de IR” et soit (F;);<; une famille de sous-
es fermés de inclus dans E telle que po i
- igl P e que pour tout sous-ensemble fini /o de

o

iQIFi =y

11.4.18 Soit (x;) une suite d’éléments de R”

. iR ui conve
suite numérique (||x||) converge vers || x|| ) Kes perg s Magier quo ko

11.4.19 Soit 4 un sou
' s-ensemble compact de R”
fermé de R”. Montrer qu’il existe a Ej et b En; t:ltsl:ul:an R R

lla=bll = Inf {llx-yll:x € 4, y € B}

tre-exemple, montrer que la réciproque est fausse,

11.4.20 Soit £ un sous-en:
(01D ={7y(O)ER": 1€

11.4.21 Soit A et B deux
I’intersection A N B sont ¢

arcs.

11.422 Soit E={(x,y)€
arcs, tandis que £ (exercic

>11.4.23 Soit f:R" x R""

llx-y

x’y TN —
£i(e¥) S T
Montrer que pour tout trij
f(x,2) < f(x,y)

11.4.24 Soit p un nombr
définie, pour tout x = (x

xll, = (2 EAL
i=1

(Pour p =2, on obtient la
pour tout x €R" et tout

Hx+yll, < lixIl

11.425 (Produit scalaire
x =(xy, ..., Xp) €t tout y

n
(x,y)= 2 X .
k=1

1) Montrer que pour tout
(Ax+By,z) =2
2) En déduire que pour t
llx+ylI? = lix|
3) Montrer que pour tou

Kx, )1 < llxll
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11.4.20 Soit E un sous-ensemble de IR" et -y : [0,1] - E un chemin de E. Montrer que
y([0.1D)={7(®) ER": 1 €[0,1]} est connexe par arcs. :

11.4.21 Soit A et B deux sous-ensembles fermés de R” tels que 'union 4 U B et

Pintersection A N B sont connexes par arcs. En déduire que A4 et B sont connexes par
arcs.

11422 Soit E =_{(x,y) ER?:x>0, y =sin l/x}. Montrer que £ est connexe par
arcs, tandis que E' (exercice 11.4.7) ne I’est pas.

"11.4.23 Soit f: R" x R” > IR la fonction définie par

lx =yl
J ) e,
1+ |lx=yll

Montrer que pour tout triplet x,y et z de R”:

f(x,2) < f(x,»)+f(y,2).

11.4.24 Soit p un nombre réel strictement supérieur a 1 et |||l : R"” - IR la fonction
définie, pour tout x = (xy, ..., X,;), par

n 1/p
llxll, = (‘2 |x,-|P)
i=1

(Pour p =2, on obtient la norme euclidienne définie au paragraphe 1 1.1.2). Montrer que
pour tout x €ER" et tout y ER”:

x+yllp, < lxllp+I1yllp.

11.425 (Produit scalaire). Soit (+,+) : R" x R" - R la fonction définie, pour tout
X =(Xy, ey Xp) €t tout ¥ = (¥1, .., Yn), Par

n
(x,9) = 2 Xk V-
k=1

1) Montrer que pour tout triplet x , y et z de IR" et tout couple de nombres réels a et :
(Ax+By,z) = Mx,z)+(y,2).

2) En déduire que pour tout couple d’éléments x et y de R" vérifiant (x,y)=0:
llx+yll2 = x>+ lylI*  (égalité de Pythagore).

3) Montrer que pour tout x €R" et tout y € B
e, )] < llxll =1yl (inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 6.4.4)).




